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KA TEORIA DE FUNCIONES

Las magnitudes que caracterizan un fenémeno dado pueden quedar completamente determinadas por
los valores de otras. Estas interdependencias fueron las que dieron origen al concepto de funcién porque
gran parte de los fendmenos que se observan en la naturaleza se pueden relacionar unos con otros a
través de correspondencias.

CONCEPTOS BASICOS DE FUNCIONES

Una funcion se refiere a una asignacién o correspondencia de un conjunto a otro. Su definicion formal es
la siguiente:

Una funcién es una terna constituida por:
1. Unconjunto A llamado dominio de la funcion
2. Unconjunto B llamado codominio de la funcién
3. Unaregla de correspondencia que posee tres caracteristicas
a) A todo elemento del dominio se le puede asociar un elemento del codominio
b) Ningun elemento del dominio puede quedarse sin un asociado en el codominio
¢) Ningun elemento del dominio puede tener mas de un asociado en el codominio.

Se denotacomo: f:4 - B

Rango
A B

Dominio Codominio

El dominio, denotado por Df., de una funcion es el conjunto de valores que puede tomar la variable

independiente, es decir, son todos aquellos nimeros para los cuales la funcion tiene sentido (también se
conoce como campo de variacion).

Al elemento que se obtiene en el codominio después de aplicar la regla de correspondencia a un
elemento del dominio recibe el nombre de imagen. Al conjunto de todas las imagenes se le conoce como

rangol, denotado por Rf..

! Al rango también se le conoce como recorrido.
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Ejemplo.
Sea un conjunto de siete muchachos y otro conjunto sus edades respectivas en afios:

NOMBRE EDAD
Alberto 17
Clarissa 16

Diana 19
Ernesto 17
Fabiola 16

Karen 19
Manuel 15

La tabla muestra que a cada muchacho le corresponde una edad y cumple con las condiciones de funcion, por lo
que su dominio es: { Alberto, Clarissa, Diana, Ernesto, Fabiola, Karen, Manuel } y el rango es { 15,16,17,19 }.

Si se denota a x como un elemento en el dominio de la funcién, entonces el elemento en el recorrido que f°
asocia con x, es laimagen de x bajo lafuncién f .Estoes: f (Manuel) =15, f (Clarissa) = f (Fabiola) = 16,
f (Alberto) = f (Emesto)=17 y f (Diana)= f (Karen) = 19.

En términos de variables, una funcion también se puede definir de la siguiente forma:

Se dice que una variable y es funcion de otra x, cuando ambas estan relacionadas de forma que para
cada valor de x perteneciente a su campo de variacion, le corresponde sé6lo uno de y . La variable y
recibe el nombre de variable dependiente, mientras que x es la variable independiente.

Lo anterior puede expresarse simbdlicamente de la siguiente forma: y = f(x)

Esta manera de representar una funcion es especialmente Util, pues se puede saber con certeza el valor
que toma la variable dependiente para cualquier valor que tome la variable independiente. Esto posibilita
la construccion de una tabla de valores de la misma y su respectiva grafica, debido a que cada pareja de

valores (x, y) de la tabla que se calcule representa un punto del plano cartesiano.

Por tanto, una funcion puede ser presentada de mdltiples maneras: una expresién matematica del tipo
y=f (x) una tabla de valores, una grafica o incluso una frase que exprese la relacién entre ambas variables®.

Para encontrar el dominio y el rango de una funcion es necesario efectuar una inspeccion particular que
analice su comportamiento, para lo cual se recomienda: para el dominio, que esté despejada la variable
dependiente y para el rango que lo esté la variable independiente. A partir de esas expresiones, se efectla
un analisis que consiste basicamente en determinar los valores reales de la variable no despejada que
hacen reales los valores de la variable despejada, obteniendo asi el dominio y el rango respectivamente.

Ejemplos.

Determinar el dominio y el rango de las siguientes funciones:

1) f(x) =x’+5

Solucién:

La funcion esta definida para todo valor de x, es decir, su dominio son todos los niUmeros reales:

D, = (-, o)

% No todas las funciones son de una sola variable independiente. En realidad, el concepto de funcién es mas general. La definicién
més completa de funcion es la siguiente: Una funcion es una ley que relaciona una o mas variables independientes con otra variable
dependiente de forma univoca, es decir, que a cada conjunto de valores formado por un valor de cada una de las variables
independientes le corresponde so6lo un valor de la variable dependiente. Una funcion de varias variables tendria este aspecto:

y= f(xl L X5, %, [, ) A lo largo de este libro, sélo se analizaran funciones de una variable.

2
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Despejando x para obtener el rango:

y=x"+5 = y-5=x = y-5=x
Resolviendo la desigualdad: y =520 = y=5
O R, =[0,)

2) /(x)=|x]
Solucién:
La funcion esta definida para todo valor de x, es decir, su dominio son todos los nimeros reales:

Dy =(-e, )
Por definicion de valor absoluto, el valor mas pequefio que puede tener y es cero:
U R, = [0, 00)

1

x* -9

3 flx)=
Solucién:
La funcion esta definida para todo valor de x , exceptuando x =—=3 y x =3, yaque la division por cero no existe:
D, = (-, -3)U(-3.3)U(3. )

Despejando x para obtener el rango:

1

y= = (x2—9)y=1 = x2—9:l = x?

2 SRV
x°=9 y y y

Resolviendo la desigualdad: 1 +9=20 = 1 >-9
y y

1
Siy>0:y=2 —5, entonces su interseccion es: y > 0.

1 1
Si y<0:y< —5, entonces su intersecciones: y < ——.

O Rf:(—oo,—ﬂu[o,oo)

4) f(x)=+5x-20

Solucioén:

20
El radicando no puede ser negativo, asi que: 5x —2020 = 5x220 = x= 5 = x=24

D, =[4,)

Para obtener el rango, se observa que el valor minimo que se puede obtener de una raiz cuadrada es
cero, asique: y=0.

0 R, =[0,)

5 f (x) =2senx

Solucioén:

La funcion seno esta definida para todo valor de x, es decir, su dominio son todos los nimeros reales:
Df = (— 0o, oo)
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El rango de la funcién seno esta definida esta definida para —1< x <1, pero como tiene una amplitud de
dos, este rango se duplica:

0 R, =[-2,2]

FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS

+ Una funcion es inyectiva cuando a diferentes elementos del dominio le corresponden distintos
elementos del codominio, y reciprocamente, a distintos elementos del codominio se le asocian
diferentes elementos del dominio. También se le conoce como funcién uno a uno.

Dominio Codominio

Ejemplo.
La funcion y =2" tiene como dominio al conjunto de los nimeros reales y su rango son los nimeros
reales positivos (por tanto, excluye a todos los reales negativos y al cero).

« Una funcién es suprayectiva si cualquier elemento del codominio es imagen de por lo menos un
elemento del dominio de la funcién. También se le conoce como sobreyectiva.

Rango = B

Dominio Codominio

Ejemplo.

La funcién y = x> —=3x tiene como dominio al conjunto de los numeros reales y su rango también son los
nimeros reales. Pero la funcién presenta un crecimiento hasta llegar a y =2, después un decrecimiento
hasta y =-2 y vuelve a crecer. Por lo tanto, existe un intervalo cuyos valores del dominio tienen la
misma imagen, por lo tanto no es una funcién uno a uno.
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- Una funcion es biyectiva si cumple con ser inyectiva y suprayectiva. La regla de correspondencia es

biunivoca.
A B
Dominio Codominio
Ejemplo.

La funcién y = 6x —2 tiene como dominio y rango al conjunto de los nimeros reales. Cumple con ser
inyectiva y suprayectiva.

Pueden existir funciones que no sean ni inyectivas ni suprayectivas, es decir, en donde la asociacién no
sea uno a uno y ademas que no cumplan que el rango y el codominio sean iguales, como por ejemplo:

Dominio Codominio

En general, se pueden efectuar innumerables correspondencias entre dos conjuntos, sin embargo, sélo seran
funciones aquellas que cumplan con las condiciones definidas. Las que no las cumplan sélo seran relaciones.

TIPOS DE FUNCIONES

Funcién constante

Es una funcion en que siempre toma el valor k, que es una constante:
fx)=k

Su dominio son todos los nimeros reales.
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Funcion identidad

Es una funcién donde la variable dependiente toma el mismo valor que tiene la variable independiente:

f(x)=x

Su dominio son todos los nimeros reales.
Funciones algebraicas

Son las funciones que se obtienen cuando se efectiian un nimero finito de sumas, restas y productos con
las funciones constante e identidad. Su dominio son todos los nimeros reales.

Funciones polinémicas
Son funciones de la forma:

f(x) =a,+ax+a,x’ +a,x’ +13a,x"
donde a,,a,,a,,llllz, son nimeros reales y los exponentes son nimeros naturales.
El dominio de todas las funciones polinémicas son todos los niumeros reales.
Funciones lineales

Son funciones polindmicas de la forma:

f(x):mx+b

La representacion grafica de una funcion lineal es una recta donde m representa la pendiente (grado de
inclinacion) y b representa la ordenada al origen (cruce de la recta en el eje y ). Por ser también una
funcién polinémica, su dominio son todos los nimeros reales.

Funciones cuadraticas

Son funciones polinémicas de la forma:
f(x)Zax2 +hx+c

donde a, b y ¢ son constantes y a es diferente de cero. La representacion grafica de una funcion

cuadratica es una parabola que se abre hacia arriba si @ >0 o que se abre hacia abajo si a <0. Al ser
funcién polinémica, su dominio son todos los nimeros reales.

Funciones racionales

Una funcién racional es el cociente de dos funciones polindbmicas. Esto es, g es una funcion racional si

para todo x en el dominio, dados los polinomios f(x) y g(x), se tiene:

_Slx
Q(x)—m

S~—

El dominio de una funcidn racional consiste de todos los nimeros reales excepto los ceros (o raices) del
polinomio en el denominador, ya que la division por cero no esta definida.
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Funciones de proporcionalidad inversa

Este tipo de funciones relaciona las variables x y y através de expresiones del tipo:
_k
y =
b
siendo & un nimero real cualquiera distinto de cero. La grafica de este tipo de funciones es una curva denominada

hipérbola equilatera. EI dominio de este tipo de funciones son todos los nimeros reales exceptuando el cero.

Funciones irracionales

Son aquellas funciones algebraicas y/o racionales en que interviene la operacién de radicacién. A fin de
gue este tipo de funciones existan, el dominio depende de la naturaleza de las raices y, en su caso, de
los ceros del denominador.

Funciones trascendentes

Son aquellas funciones que no son algebraicas. Incluyen las funciones trigonométricas directas, las
trigonométricas inversas, las exponenciales y las logaritmicas.

Funciones periodicas

Una funcién es periddica si cumple que:

/()= fx+p)
donde p es un numero real diferente de cero, llamado periodo.
Funciones par e impar

Una funcién par es aquella que cumple con:

ALGEBRA DE FUNCIONES

Sean f y g dos funciones de x con dominios Df y Dg respectivos.

- Lasuma de funciones se define como (f + g)(x) = f(x)+ g(x) y sudominioes D, (1D, .
Ejemplo.

f(x):xz; g(x)=—2x+5

(f +2)x)= /() + glx) = x? ~2x+5

D/ = (— 0, oo)

Dg = (—oo oo)
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D (yrgle) = Dy N D, = (_ o, °°)

La resta de funciones se define como (f - g)(x) = f(x)—g(x) y sudominioes D, 1 D,.
Ejemplo.
f(x)=+x; glx)=v9-x
(r - g)x) = fx) - g(x) = -9 -°
D, = [0, 00)
D, =[-3,3]
D59 =Dy N D, =[0.3]

El producto de funciones se define como (f @)(x) = f(x) @(x) y sudominioes D, N D,.
Ejemplo.

f)=3x; gl)= 1

(r o) = ()= >

Df = (—oo oo)

D, =(~.6)U(s. )

D,y =D, N D, = (=00, 6)U (6, )

El cociente de funciones se define como (fj(x)zf(x) y su dominio es D, ﬂDg, siempre que

g(x);tO.

La composicion de funciones se define como (fog)(x) :f(g(x)) y su dominio es el conjunto de

todos los valores de x en el dominio de g tales que g(x) esté en el dominio de f . Esto significa
que: D, ={xDDg | g(x)DD/- }

Ejemplos.
Dadas las siguientes funciones, obtener la composicion f o g y determinar su dominio.

1) flx)=vx-8; glx)=x-2
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Solucién.
D, = [8, 00)
D, = (-e,)

Para obtener la composicion f o g se sustituye x por g(x) en f:

(fog)x)=s(g(x)=f(x-2)=/(x-2)-8 =x-10
en esta funcion el dominio es: D, = [10, )
Dy, ={XDDg ‘ g(x)DD/ }

Dy, ={(-e0. )N [10, )} = 10, )

1

- . -2
2 fx)=—55i glx)=x
Solucién.
D, =(-0,25)U(25, )
Dg = (— 0, oo)

Para obtener la composicion f o g se sustituye x por g(x) en f:

11
-25 x>-25

(re el = el = 1)= 5y

en esta funcion el dominio es: (— o, — 5)U (— 5, 5)U (5, 00)

D/°g ={XDDg ‘ g(x)DD/ }

D,., ={(-e, )N (e, =5)U(=5,5)U(5, @)} = (- o0, =5)U(=5,5)U (5, )

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

Es importante sefialar que f o g # go f . En el primer caso, primero se aplica la funcién g y después

/. En el segundo caso, primero se aplica la funcién f y después g .

Ejemplo.

Dadas f(x)Z\/l—x y g(x)Z\/4+x ,obtener fog y go f.

Solucién.
a) D, = (-, 1]
D, = [— 4, )

Para obtener la composicion f o g se sustituye x por g(x) en f:

(fog)x)=fle(x)) = f(m[): Jl—]ﬁ
en esta funcion el dominio es: |~4, =3
p,.,={x0D, | ¢()oD,}

D,., ={[-4,©)N[-4,-3]} =[-4,-3]

b) D, =(-,1]
D, = [— 4, 00)

Para obtener la composicion g o f se sustituye x por f(x) en g:

(o /)x) = (7 () = r(VT=x) = Va+T-x



en esta funcién el dominio es: (— o, 1]

o, ={x0p, | 1()0D, }

D, ={(ew. 1N (=, 1]} = (e, 1]

O feg#gef

Ejemplos.

Obtener feog, D, , gof,y D, si
x—1

D f()=1 oy gl)=2T

X- x+1

Solucién.
D, = (-, 1)U (1)
D, =(-w,-1)U(-1,«)

R 1 _x+1
(fog)(x)— x—l_1 S x-l-x-1 -2
x+1 x+1

en esta funcion el dominio es: (— o0, 00)

pero como D, ={ x0D, ‘ g(x)DDf } entonces:
Dy, ={ (oo, @) N[(=e0, 1)U (-1 )]} = (o0, 1)U (- 1. 9)
1 1-x+1

o =x-1 = x-1 :2_x
(g f)(x) 1 +1 1+x—-1 X

x-—1 x-—1
en esta funcién el dominio es: (— 0, O)U (O, 00)
pero como D, ={ xUD, ‘ f(x)DDg } entonces:

D,.; ={ (=, 0U(0. «)|N[(=. YU (1. )]} = (-, 0)U (0. 1)U (1. )

- L
x+2 Y g(x)_x—?)

2) f(x)=
Solucion.
D, =(-e,-2)U(-2,)
D, =(~,3)U(3, )

1 1 x=3
o x)= = =
(f g)() 1 49 1+2x-6 2x-5
x-3 x-3
L, - i 5 5
para esta expresion el dominio es: —oo,5 U 5,oo

pero como D, ={ xUD, ‘ g(x)DDf } entonces:
{2« 2ol

10
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_ 1 _ 1 _ox+2
(gof)(x)_ 1 _3_1_3X_6_—3x—5
x+2 x+2
para esta expresion el dominio es: [_oo, —SJU[—S, oo)
3 3

pero como D, ={ xUD, ‘ f(x)DDg } entonces:
Y

MODELADO DE FUNCIONES

Un modelo matematico se define como una descripcion desde el punto de vista de las Matematicas de un
hecho o fendmeno del mundo real, cuyo objetivo es entenderlo ampliamente.

La mayoria de las funciones describen comportamientos de fenémenos o caracteristicas de problemas
gue involucran a multiples variables. Sin embargo, muchas veces existen formas de expresar todas las
variables en términos de una sola a fin de simplificar su andlisis.

El proceso de modelado de funciones es el siguiente:

Leer claramente el problema e identificar la funcion buscada.

Hacer un dibujo que muestre las caracteristicas por modelar

Anotar los datos del problema y establecer las formulas que son conocidas.

Expresar todas las variables en términos de la variable pedida a través de un manejo algebraico.
Expresar el comportamiento de la funcién en términos de la variable pedida.

arwONE

Es importante mencionar que un modelo matematico no es completamente exacto con problemas de la
vida real, de hecho, se trata de una idealizacion.

Hay una gran cantidad de funciones que representan relaciones observadas en el mundo real. Los
siguientes ejemplos muestran algunos casos tipicos de modelaciones a través de funciones.

Ejemplos.
1) Expresar el volumen V' de un cilindro como funcion del radio » si su altura es del doble de su radio.

Solucién.
Dibujando el cilindro:

El volumen de un cilindro es: ¥ = 77°h _(1)
La altura es el doble del radio, asi que: h* =2r _(2)

Sustituyendo en (1) se obtiene la expresion pedida: V(r) =77’ (2r) =27’

11



Facultad de Contaduria y Administracion. UNAM Teoria de funciones Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

2) Expresar el area A de un rectangulo como funcién de la base b, si se sabe que su perimetro es de
100 cm .

Solucion.
El perimetro de un rectangulo esta dado por: P =2a +2b _(1)

Sustituyendo P =100 en (1):
2a+2b=100

Perimetro =100 cm®

Como se quiere expresar en términos de b,

se despeja la altura a:

2a+2b=100 = a:1002_2b:50—b (2) Area ¢
El area de un rectangulo es: 4 =ab _(3)

Sustituyendo (2) en (3) se tiene: 4 = (50 —b)b b

Por lo que la expresion buscada es: A(b) =50-5°

3) Se dispone de una cartulina cuadrada 40 c¢m de lado y se quiere hacer una caja sin tapa recortando

cuadrados iguales en las esquinas y doblando sus lados. Expresar el volumen de la caja en funcién del
lado del cuadrado recortado x.

Solucion.
Haciendo una figura, se tiene:

IS
=)
|
&)
=
3
= |
I
)
=

40 cm

La longitud de cada lado de la caja es: 40 —2x
El volumen de lacajaes: V = Alx

A= (40 - 2x)x = (1600 — 160x + 4x°)x
Por lo que la expresion buscada es: A(x) =4x’ —=160x” —1600x

4) Expresar el volumen V' de agua como funcion de la altura 4 en un instante cualquiera de un cono
circular recto invertido de 4 cm de radio y de 16 c¢m de altura.

Solucién.
Haciendo una figura, se tiene:

El volumen del conoes: V' = ;th _(1)

12
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r=4cm
4
B C
P
D E
16 cm
h
o
. . . 16 _h
Por la semejanza de los tridngulos ODE y OBC se tiene: — =— = h =4x
X

h
Despejando x de (2): x = Z

El volumen del cono es: V' = ; &°h _(3)

_ _ 1 (hY, 1R
Sustituyendo 7 por el valor de x en (1) se obtiene: V =—7 — | h=—1mT—h
3 \4 3 16

Por lo que la expresion pedida es: V(h) = 4187113

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

()

5) Expresar la hipotenusa h de un triangulo con area de 25 cm?* como funcién de su perimetro P .

Solucién.
Dibujando el triangulo rectangulo:

Perimetro=a+b+h

Area =25 cm®

a

El Teorema de Pitagoras establece que: 4> = a* +b* _(1)
ab
El area de un tridngulo esta dada por: 4 = 7 _(2)

El perimetro P del triAngulo esta dado por: P =a+b+h _(3)
Se sabe que: (a +b)2 =a’ +2ab+b> = (a +b)2 —2ab=a’ +b’
Comparando con (1) se tiene: /4*> = (a + b)2 —2ab _(4)

13
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De(2):azb:25 = ab=50 = 2ab=100

Sustituyendo en (4): h* = (a +b)2 —-100 _(5)

De(3): P-h=a+b = (P—h)2 = (a+b)2 —(6)
Sustituyendo en (5): A* = (P - h)2 -100

= h*=P*-2Ph+h’-100 = 0=P’-2Ph-100
= 2Ph=P*-100

despejando / se obtiene la expresion pedida: h(P) = Pzz—;()()

FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA EXPLICITA E IMPLICITA

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

Una funcién esta expresada en forma explicita si una de las variables esta despejada. Por ejemplo:

4x> =Tx
11x+8

y_

Cuando una funcion, definida en el dominio de sus variables, se escribe de la forma f(x,y) =0, se dice
que y es una funcion implicita de x, o que x es una funcién implicita de y . En otras palabras, una
funcion esta expresada en forma implicita si ninguna de las variables est4 despejada. Por ejemplo:

2x*y—5x—18y+10=0.

No existe una regla definida para transformar una funcion expresada en forma implicita en explicita, por
ello, de forma particular es necesario aplicar recursos matematicos conducentes a despejar la variable

dependiente.

Ejemplos.
Transformar las siguientes funciones expresadas en forma implicita a explicita:

1) 9xy—-2x-3y—-16=0
Solucién:
dejando los términos con y en el primer miembro:

9xy—-3y=2x+16

factorizando y :

y(9x-3)=2x+16

despejando y:
_2x+16

Y ox-3

2) 4x’y—-7x> -2xy+17x+6y+15=0
Solucion:
dejando los términos con y en el primer miembro:

4x*y -2xy+6y=T7x" —-17x-15
factorizando y :

14
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y(ax® —2x+6)=7x* -17x~15
despejando y:
_Tx’=17x-15

4x* =2x+6

3) 5y*+8x—10x’y*-13=0
Solucién:
dejando los términos con y en el primer miembro:

59> —10xy*> =-8x+13
factorizando y :
»(5-10x*)=-8x+13
se despeja y2:
, _—8x+13
ST
extrayendo la raiz cuadrada positiva se obtiene ) :

B /—8x+13
Y 5-10x°

S5y—6x

4y -1
Solucion:
multiplicando por el denominador:

5y-6x+12x*(4y-1)=0(4y -1)
eliminando los paréntesis:
5y-6x+48x’y—12x>=0
dejando los términos con y en el primer miembro:
5y+48x°y =12x" +6x
factorizando y :
(5 +48x7)=12x" +6x
despejando y:
_12x* +6x
YT a8y

4) +12x* =0

5) 3_x +2y-4=0

Yy
Solucioén:
multiplicando por y :
3x+2y° -4y =0
ordenando con respectoa ) :
2y* -4y +3x=0

esto representa una ecuacion de segundo grado donde:

a=2, b=-4, c=3x
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aplicando la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado y tomando la raiz positiva:

_—(-4)+(-4) -4(2)3x) _4++16-24x
& 2(2 -

2) 4
reduciendo:

_q4 [10724x
YT 16

finalmente:

y=1+1-1.5x

_4+7cosy’ _

6) 9x 0

Solucién:
rescribiendo la igualdad:
4+7cosy’

multiplicando por 5:

4+7cosy’ =45x

dejando los términos con y en el primer miembro:
Tcosy’ =45x -4

45x -4

7
aplicando la funcién inversa del coseno:

cos™ (cos y? ) =cos” [ 45x7— 4)

3 _ COS_1[45x_4j
d 7

extrayendo la raiz cubica se obtiene y :

b= cos_1(45x_4j
7

7) 2lnxy—4x>+12=0

cosy’ =

Solucioén:

ordenando:

2Inxy =4x* —12
4x* =12

Inxy=——==2x*-6
YT

aplicando la propiedad del producto de logaritmos:
Inx+Ilny=2x>-6

dejando los términos con y en el primer miembro:
Iny=2x>-6-Inx

aplicando la funcién exponencial:

Iny :e(2x2—6-lnx) (2x2—6—lnx)

e = y=e

16
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FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA

Sea una variable ¢/ denominada parametro. Si x =f(t) yy =f(t) son dos funciones con el mismo
dominio, entonces se dice que las dos ecuaciones forman un conjunto de ecuaciones paramétricas.

Las coordenadas (x,y) de un punto de una curva pueden ser funciones del pardmetro, ya que para cada
valor que tome ¢ se tendra un punto P . Por ejemplo, si se tabula a las ecuaciones paramétricas

x =3t
, [ se tiene:

y=ti
t 3 2 -1 0 1 2 3
x 9 6 3 0 3 6 9
Y 9 4 1 0 1 4 9
P (x, )’) (-9.9) | (-6,4) | (-3,1) | (0,00 | (3.1) 64) | (99

2
- . . X
Esto significa que las ecuaciones representan a la funcion y =—.

Es importante sefialar que no todas las ecuaciones paramétricas representan funciones.

Para transformar una funcién expresada por ecuaciones paramétricas en una funcién explicita de la
forma y = f(x) se despeja de ambas el parametro, se igualan las ecuaciones y se procede a despejar la
variable dependiente.

Ejemplos.
Transformar las siguientes funciones expresadas en forma paramétrica en forma explicita:

" x =3t
y=t

Solucién:
despejando ¢ de la primera ecuacion:

b
t=— A
Y
despejando ¢ de la segunda ecuacion:

t=yy _[B]

igualando las ecuaciones [A] y [B]:

x_
.

elevando al cuadrado:

(5 -3
"713) T

Notese como se obtiene el mismo resultado si se sustituye [A] en la segunda ecuacion.

) x=t*+2¢
y=t—-2

17
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iglll:;lcg)rinhera ecuacion, se suma y resta uno para completar el trinomio cuadrado perfecto:
x=r2+2+1-1=(¢+10 -1 [4]

despejando ¢:

t=x+1-1

despejando ¢ de la segunda ecuacion:

t=y+2 _[B]

igualando las ecuaciones [A] y [B]:
ANx+l-1=y+2
y=+x+1-3

1
x —_—
3) t
y=At—6
Solucioén:
despejando ¢ de la primera ecuacion:
1
i=— 4]
b

despejando ¢ de la segunda ecuacion:
t=y’+6 _[B]
igualando las ecuaciones [A] y [B]:

1
— = y2 +6

X

extrayendo la raiz cuadrada positiva:

y= L6
X

x:2t+4}
4)

y=8t-3
Solucioén:
despejando ¢ de la primera ecuacion:

x—4
=t
despejando ¢ de la segunda ecuacion:
_y*3
= -l
igualando las ecuaciones [A] y [B]:
x—4 _y+3
2 8

eliminando los denominadores:
8(x—4)=2(y+3)
8x—=32=2y+6

18
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8x—38

= =4x-19
_ 1
x =
5) 2-5¢
y=(4+7)
Solucién:
despejando ¢ de la primera ecuacion:
2-5t=—
X
1o
t=% A
I

despejando ¢ de la segunda ecuacion:

T
4 _
igualando las ecuaciones [A] y [B]:

L
X - \/; —7
=5 4

multiplicando ambos miembros por —20:

{i—z}=—i{}—ﬂ

4 _g=—5/y+35
X

1=

2

| ® _(43x—4j2
Y 5x

| x=(7t—2)3
y=t"—6t+11

Solucioén:
despejando ¢ de la primera ecuacion:

ISCLE Y

7

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

en la segunda ecuacion, se resta y se suma dos para completar el trinomio cuadrado perfecto:

y=t2=6r+11-2+42=¢> -6 +9+2=(t-3) +2
despejando ¢:

t=yy-2+3 _[B]

igualando las ecuaciones [A] y [B]:

19
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Yx+2
= [y-2+3
7 Yy

3

@—3:,/)}—2
(Yx-19Y
y_ -

7

+2

FUNCION INVERSA

Sea f una funcién biyectiva con dominio 4 y rango B . Entonces su funcién inversa f'1 tiene domino
B yrango A vy la define:

para cualquier y en B .
Esto significa que:

Dominio de f~' = Rango de f
Rango de f~' = Dominio de f

Nétese como no todas las funciones tienen inversa, sélo aquellas que sean biyectivas. En los siguientes
diagramas se aprecia que f sitiene inversay g no tiene inversa, ya que no cumple con la condicién de

ser funcién biyectiva.

A _— B

Nota: En la notacion f‘1 (x) el indice -1 no tiene el significado en &lgebra como exponente. Esto es:

4 1
f (x)im.

20
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Ejemplo.

Si f(l) =4, f(3) =8 y f(5)=-11, encontrar f_1 (4),

Solucioén.
A partir de la definicion de funcion inversa, se tiene que:

f_1(4)=1 porque f(l):4
f_l(8)=3 porque f(3)=8
£(-11)=5 porque 7(5)=-11

El siguiente diagrama muestra las correspondencias:

®) v -1

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

En la funcion inversa se intercambian cada una de las parejas ordenadas que constituyen a la funcion

original: si (x,y)Df(x) - (y,x)Df_l (x)

Para obtener la funcién inversa de una funcién biyectiva:
1) Seescribe y = f(x)
2) Se intercambia x por y

3) Se despeja y para encontrar f_1 (x)

Ejemplos.
Encontrar la funcién inversa de las siguientes funciones:

x+4
1 X)=
) )=
Solucién
_x+4
10
x=y+4
10
10x=y+4
y=10x-4
f(x)=10x-4

21



2) f()c):x3 -5
Solucion:

y=x3 -5
x=y -5
x+5=y’
y=a/x+5

S w) =+

3) f(x)=v2x+9

Solucioén:

y=~2x+9

X=4/2y+9

x> =2y+9

:x2 -9
2

()=

y

) f(x)=

Solucioén:

8
3—-x

5) f(x)= (6\/;—7)5

Solucién:

y= (6\/; —7)5
X = (6\/; —7)5
Yx =6,y -7

22
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Yx+7=6y
=

Yr+7)

6) f(x)=2x*-20x+48
Solucion:
y=2x"—-20x+48

x=2y° 20y +48

se suma y se resta 2 para completar el trinomio cuadrado perfecto:

x=2y° =20y +48+2-2
x=2y"-20y+50-2

se factoriza 2:

x=2(y* =10y +25)-2

se factoriza el trinomio cuadrado perfecto:
x= Z(y + 5)2 -2

x+2=2(y+5)

2_X+2
(resf ===

x+2
+5 1/
Y 2

x+2

=5

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

La grafica de una funcion contiene todos los puntos que representan parejas ordenadas de la forma

(x, y) en el plano cartesiano tales que satisfacen la ecuacion®.

Para trazar la gréafica de una funcién, normalmente se despeja la variable dependiente y posteriormente
se determina su dominio. Después, se eligen convenientemente los valores de x para tabular y obtener

® Como en una funcién f, cada ndmero X en el dominio tiene una y solo una imagen, no todo grupo de puntos en el plano
cartesiano representa la grafica de una funcion. Por tanto, la grafica de una funcion #* no puede contener dos puntos con la misma
abscisa X y diferentes ordenadas y . Para fines practicos, para saber si una grafica representa a una funcion basta con trazar

lineas verticales, y si las intersecta en un solo punto, es funcién.
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asi suficientes valores de y . Una vez obtenido esto, se ubican los puntos en el plano y se unen. Es

recomendable utilizar las escalas apropiadas en los ejes coordenados para mostrar mejor su
comportamiento.

Ejemplos.
Graficar las siguientes funciones estableciendo su dominio.

1) p=—t
YT =8

Solucién:

Si el simbolo [ significa existe y el simbolo [J significa para toda, entonces: [ y [lx exceptoen x =4

D, = (~ o0, 4)U (4, )

X -3 -2 -1 0 1 2 3 3.8 3.9
y[ -0.071 | -0.083 | -0.100 | -0.125 | -0.167 | -0.250 | -0.500 -2.5 -5
X 4 4.1 4.2 5 6 7 8 9 10
y | no definido 5 2.5 0.500 0.250 0.167 0.125 0.100 0.083
y 4 X=4
|
5 7T 1
1
1
4 T 1
1
1
3T 1
1
1
2 T 1
1
1
1 + 1
1
1
| ! >
4 2 1 41 2 All 6 8 10 12 X
|
2 T 1
1
1
3 T 1
1
P :
1
s 4 |
1
2) y=——
4-x?
Solucién:

CyOx exceptoen x=2y x=-2
D, = (-0 -2)U(-2.2)U, )

X -5 -4 -3 -2.1 -2 -1.9 -1

y| -0.047 -0.083 -0.200 -2.439 | no definido 2.564 0.333
X 0 1 1.9 2 2.1 3 4 5

y | 0.250 0.333 2.564 | nodefinido | -2.439 | -0.200 | -0.083 | -0.047
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= R R —

X
9
) y=—
x2
Solucion:
CyOx exceptoen x=0
D, =(=,0)U(0,)
x |_-8 7 -6 5 4 3 2 1 0
y [-0.140]-0.183]-0.250 | -0.360 [ -0.562 | -1 |-2.250 | -9 | no definido
X 1 2 3 4 5 6 7 8
y -9 -2.250 -1 -0.562 | -0.360 | -0.250 | -0.183 | -0.140
y A
-
-9 5

4) y=3x"-3x-18

Solucioén:
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Lylx

D, = (_ 0o, °°)

X | 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
y 42 18 0 -12 -18 -18 -12 0 18 42

y“

5) y=—-+/5x-10

Solucioén:

Resolviendo la desigualdad: 5x —=10=0, se tiene que:
Cy0Ox con x=2

D, =[2,)

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

y | no definido 0 -2.236 | -3.162 | -3.872 | -4.472 -5 -5.477 [ -5.916 | -6.324 | -6.708 | -7.071 | -7.416

v
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o o P64
s

Solucién:

6—4x°
Resolviendo la desigualdad: T =0, se tiene que:

36-4x>20 = 4x°<36 = x’<9

CyOx con =3<x<3

D, =[-3,3]
X -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
y 0 1.105 | 1.490 [ 1.732 | 1.885 | 1.972 2 1.972 | 1.885 | 1.732 | 1.490 | 1.105 0

FUNCIONES DEFINIDAS POR INTERVALOS

Una funcion f(x) puede estar definida por intervalos de forma tal que tiene un comportamiento distinto

en cada seccién, por lo que se pueden presentar cambios bruscos en su desarrollo. Su dominio esta
dado por la unién de sus intervalos.

Ejemplos.
Explicar el comportamiento de las siguientes funciones y establecer su dominio.

nfb)=£x v=l

x>1
Solucion.
La funcion es lineal hasta 1 y es constante en 5 desde un valor mayor de 1.
D, = ()
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X 0<x<5

? f(x) 35-2x x>5

Solucién.
La funcion es cuadratica desde cero hasta 5 y se convierte en una recta de pendiente negativa a partir de
un valor mayor a 5.

Df :[0, 00)
y
-X x<0
3) f(x)= 0
Solucién.

Si x vale cero, la funcién es cero. Si x es positiva, la funcién toma su valor idéntico. Si x es negativa, la
funcion toma su inverso aditivo. Por lo tanto, representa a la funcion f(x) = |x| :

D, = (_ @, °°)
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4 I<sx<6
4) f(x)= x=6 7<x<9
-4 11sx<15

Solucion.
La funcidn es constante en 4 desde 1 hasta antes de 6, a partir de 7 y hasta antes de nueve es igual a la
funcién identidad. Finalmente, la funcidn es constante en —4 a partir de 11 y hasta 15.

D, =[1,6)U[7,9)U[11,15]

1 0<x<l
x

5) f(x): senx %TSxSIT
—2m+2x 7T<x<7

Solucion.
La funcion es de proporcionalidad inversa si es mayor de cero y menor de 1, es igual al seno desde E y

hasta 71. Finalmente, la funcion es lineal después de 71 y hasta 7.

D, = (0, 1)U[72T, 7}

29



Facultad de Contaduria y Administracion. UNAM Teoria de funciones Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

30



